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quo Vos, Viri Illustres et Doctissimi! iudiciis Vcstris tne nec opinan- 
tem publice ornastis, summisque in philosopbia bonoribus dignum existimastis, equi- 
dem non destiti circumspicere , quo gratissimum meum erga Vos antroum declara- 
rem , palamque omnibus ostenderem , me sedulo id agere , ut Vestrae de me exi- 
stimationi pro viribus responderem. Ac multa quidera se obtulerunt cogitanti , in 
quibus dissercndis , si non ingenium et doctrinam , studium tamen et diligentiara 
Vobis et omnibus reipublicae literariae civibus possem probare; verum, vel me ta- 
cente, non ignoratis, quantopere otium in vita scholastica sit circumscriptum, quam 
raro facultas concedatur iuvenilis disciplinae magistris graviora diligentiae «nac spe- 
cimina publice proponendi. Accedit, quod ii, quibns in oppidulU fortunarum sedes 
collocata est , multa plerumque desiderant praesidia , quae tamen ad mannm esse 
oportet , ut currente rota exire aliquid possit , in quo terendo otii aliquam partem 
viri doctt insumant. Qua in conditione quum ego quoque versarer, contuli me ad 
eas potissimum disciplinas , quae sine magna librorum copta , mentis potissimum 
agitatione coluntur, imprimis ad geometriae studium , quod me puerum iam cepe- 
rat, saepe deinde per temporum intervalla et intermissum et repetitum, neque a 
meo munere alienum. Inter omnes enim , qui aliquid hac de re possunt exiatima- 
re, constat, unum fere esse boc, quo ingenia iuvenilia et acuantur potissimum et 
excitentur. Atque in hac iterata eius tractatione ipsa disciplinae forma ita sum de- 
lectatns , ut simul aegre ferrem , naevum aliquem superesse , qui splendori eiu^ ac 
dignitittt offkeret. Nam artium et doctrinarum , quae quidem a ratione tpsa profi- 
ciscuntur, et in qnibus illius quasi imaginem tanta cum voluptate contemplamur, 
amatoribua vix potest accidere, quod Balbinis illis ex Uoratto notis, quibus pulcbra 
facies intcrdum macula ipsa conunendatur, Ad bunc naevum detergendum quum iam 
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per plus qnatn duo annoram tnlllia viri docti adnisi sjnt, eorumque studia nnnc ms- 
xirae ad iilum nodam solvendum certatim exarserint: ego quoque rem frustra to- 
ties tentatam suscipere conatus sum, ut experirer, quid humeri valerent. quid ferre 
rccusarent. Quidnam profecerim, Vestrum sit iudicium , quorum nominibus plagu- 
las hasce inscribere ausus sum, et illorum virorum doctorum, qui eas oculis per- 
lustrare non dedignabuntur. 

TJt vero tota ratio, quam ingressus sum, planias perspiciatur , anteqnam ad 
rem ipsam venio, pauca, quae non praetermittenda arbitror, praefandi veniara dabitis. 

• 

Quando apud geometraa de linets senno est, eas intelligunt, quas imaginandi 
vis, quam dicunt productivam, in animo describit, speciem igitur et formam, quae 
signo tantum, non satis accurato illo quidem, sed taroen idoneo aliis sub oculos 
potest poni. Mente eoim et cogttatione iis , quae , ut sensus feriat , inesse neces- 
cario debent, remotis longitudinem solam animo intuemur iiceara a geomctra de- 
scriptam videntes. Linearum autem, ut in vulgus est notum, duo genera sunt, al- 
terum rectarum , curvarum alterum, sed adhuc non convenit inter doctos disciplina- 
rumque mathematicarum peritos aGraecornm aetate ad no*tram usque memoriam, qui- 
bus tandem notis eum, cuius animum fingas Ulis formi» destitutum, rectum doceas a 
curvo dignoscere. Tentarunt quidem geometrae, Platonis auctoritatem secuti, deft- 
nire, qualis tandem esset iinea recta, et quid Graeci hac de re excogitaverint, 
Proclus commentario suo in Euclidis elementa inseruit servatis passim auctorum no- 
minibus. *) Etiam inter recentiores non defuerunt, qui in suis quisque artibus 
idem sunt conati, sed et eoram studiis eventus non satis videtur respondisse. Na- 

•) Plato slc definit rtctam fnterprete CbvJo: cuius media obnmbrsnt extrema. Metaphora 
ustia est Plato a sotis vel lunae deftctu translata. Notissima est Euciidls defimtio eo- 
dem interpTete Clavio: quae ex aeqiio sua interiacet puncta. Hoc ita explicat Proclus : 
rectam solara idem interrallum obtin^re inter sua puncta, quantum mim dlstet alterum 
punctorum ab aliero, Uiium esse magnitudinem rectae ab illis punctis finiue. Quam 
veto intervalluni sub imagine rectae tantum togiteiur, aut recta ipsa sit, liac exphca- 
tione facite possumits carere- Dbertius ht bac re fuit Clavius, dicens, rectara esse, 
io qua nullum punctum intennedium ab extremis sursum aut deorsum vel huc atque 
lUuc deflectendo subsultet, in qua denique nibtl flexuosum reperutur. Nulla fere voce 
asus est, cuius illustratio.a re definita non sit rrpetenda. Archimedes recUm vocat 
linearam brevissirasm inter eadem puncu Addit Proclus non sane acute: si enim quae- 
dam esset brevior, non ex aeqtio interiacrret puncti sua. Aliae drfinition s lineae re- 
ctae ex Proclo notatae hae sunt: Cuius pars non sit in subiccto plano pars vero n al- 
tiori; cuius partes omaes omnibus similicer quadreut; quae mancnUbus fiuibus eadem 
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turam enim et vim recti vel verbis idcm significantibns vel iis rebus expresserunr* 
<]uae notione tantum recti accuratius evoluta possent intelligi. Quibus ex omnibus, 
id quod neminem fugit, hoc tantum discimus, rectum non csse curvum, nec cur- 
vum rectum, Verum enim vero frustra omnis opera insumta est, nam rectum illud 
qualitas est simplex, ad priroa illa elementa pertineris, quibus utitur imaginandi vis, 
aliunde impulsa , ad muudos suos construendos et aedificaudos ; fflud omncm dcfi- 
niendi conatum cfFugit, quia nihU habet in se, praeter id, quod rectum vocamus, 
«t mente tantum videmus , non separatum et collectum e pluribus lincis rectis , sed 
in mente ipsa ortum et productum , quod aliis quidem ct aliis verbis potest enun- 
ciari , quibus tamen auditis et accuratius expensis intelligimus , vocum tantum vani- 
tate nos esse delusos neque ulla in re sapientiores redditos. Hoc exemplis illustra- 
re, quae alioquin abunde suppetunt, nec temporis huius est nec loci. Qucmadmo- 
dum nemo nec fuit nec futurus est tanto ingenii acumine praeditus, qui verbis de- 
claret, qualis sit color vel ruber vel luteus vel caeruleus, ut qui cculorum sensu 
semper carnerit , eos possit ex descriptione cognoscere : ita nemo , qualis sit linea 
recta, ulla verborum ambage poterit declarare, ut, si mentem revocamus a 
forma , qtiae nobis inest , ex verborum complexu ea nobis innotescat. Demonstra- 
re geometra non potest , esse lineam rectam , postulat tantum , ut sibi hoc conce- 
datur , in quo omnes criam habet faciles. Quod si , qualis sit linea recta , verbis 
possis explsnare, iilud postulatum abibit in problema, hoc est, poterit ostendi, du- 
ci posse r<;rtam lineam. *) Leviora quidem haec videntur, quibus tamen rainus in- 
tellectis quid.tm in fraudem sunt adducti. Gravins hoc est, sed interdnm rainus 
etiam perpensum. Eoclides ex iUa forma et specie, quatenus animo obversatur, 

») Erit fortasse, qui ita disputet, Eudidem. quid et qnaUs ilt circulus, «ccurate definito, 
nihiloroinus tamen describrndi eius facultatem inter postulata retulisse. Factum ho«, «t 
ouwes fere eum secnti sunt. Utrom recte ra perperam, qumeri saltem potest, nist 
auctocitate pugnare velimus. Verum praeter rectam, quae postulaiur, quoniam ex de- 
(iiiitinne non potest agnosci, postittandnm quoque erat plamim, quod concessa recta 
ttetitiquam est conceksnm , nec ex ea potest constmi. Hoc plmi postuiatum in illo Eu- 
c.i.lis postulato mihi latere videtur; dato enim plano circulum descrtbendi problema et 
solvi et demonstrari potest. Schulzjus (Anfangsgrlinde der reineh Matheroatic pag. »6j.) 
qui idem inter postulau refert, ait in shoiio subiuncto: Mechanisch laesst sich die Art 
dieser Moeglkhkcit cinsehen , weun man sich vorstellt, der Radius wiirde in der Ebe- 
ne om das Centrum herumgedreht , bis er wieder in seine erste Lage roruzkkommt. 
Vernm mtehaniscU id est, quod instnimenti cpe ilc. Possumus autem animo planum 
ftngere et sola cogitatione rertam circa puncium aiiquod convertere nulio instrumento 
adhibito ; id autem , quod cogitatione in aoimo noctro fieri potest , fit per imaginandi 
facuUatem, constrtictione legibus eius accemmodata , non iustrumentorum rationi adstri- 
cta, boc est, nen 
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numquam quidquatn collegtt, alioquin (lib. III. Theor. 2.) non opus habnisset d*« 
monstrare , rectam per duo poncta , in circuli ambitu sita , scriptam totam cadere 
intra circulum, cootrarium enim cuique, ad imagiuem lineae rectae aitendenti, ab- 
surdum videtur, idque roerito, Verum enim vero quae absurda snnt in commuru 
bominum vita , ooo ita censentur in geometrarum subselliis, In horum consesku 
illud nomen imponendum huic Untum, quod vel axioroati iusto vel theoremati iegi- 
time demonstrato repugnat; in aliis quibuscunque , antequatn aut aiatit aut negent, 
faciles et patientes demonstranti praebent aures geometrae , siquidem rem tanti ar- 
bitrantur , ita tamen , ut omnis disputatio ex fonte solenui sit deducta , ncc vero 
ex oovo aliquo , de cuius puriutt adhuc non coostet. 

Imaginandi illa vis , quam productivam vocant , fons omnium rernm , in qui» 
bus geometria versatur, certis legibus est adstricta in fingendo et componendo. Ne- 
que satis est in illa arte, notionein aliquam atiimo informare, in qua nihii sit, quod 
illi ipsi aut aliis repugnet, sed osteudeudum quoque, quomodo versetur illa rerum 
invcntrix in eiu&modi re scribenda, ut non solum forma et imago , in qua omnia 
insint, quae mente cotnplexus es, ante ocnlos poni possit, aliique eadem plane vi- 
deant, quae tibi obverseutur, sed etiam faculus eius rei legesque, ex quibus de- 
acribi potuerit, penitus perspiciantur. Vcrum et oculorum acies et instrumertorum 
subtilius, quae in describendo abhibentur, circumscriptj est, habt-tque suos fines, 
ultra qtios progredi non licet, Construotio autem geumetrica , quae raente peragt- 
tur, libera est et soluU, ncc sensuum imbecillitate coercetur. Omnia vel magna 
vel parva possunt describi, ad quae describenda iiuitum aliquod tempus sufficiat, 
Contra, inilnite vel magna vel parva quae vocantur , meote tantum seu cogitarione 
fmguntur, non imajrinandi vi formantur, qnorum imagines infinito Untum tem- 
pore posiimt absolvi , boc est, nullo. Dividendo linearo, ut hoc utar, ad partes 
pervenire possumus onavis dnta linea roinorcs ; addendis partibus qnara'ibet parvis 
ad longitudinem quavis daU longitudine maiorem , in neutra vero ratione ad iulini- 
te magna aut parva. Con«tructio solo tempore adstricta phantasiae est propria, sae- 
peque progreditur eo, quo sensus imbeciiliores eam sequi neqnetint; delineatio i- 
psa in oculos incurrens ab oculorum, locoruro et instruroentururo ratiope est sitspen- 
sa. Quum vero formas et imagines, quibus georoetria utitor, et quac qua^i mate- 
ricm huic doctrinae suppediUnt, imaginandi facuttas gignat , infintti autem vis et 
nxtara, cuius imago nulla est, e ratioue peUtur; perperam iufiuitorum notionem 
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in geomrtriam qnJdam indnxernnt elementarern , qnae ccnstrueticne tantum utitnr 
quantisque finitis et tcrminatis, in quibus solis principiuin illud congrucntiac, e qoo 
reiiqua fluunt, vim suam potest obtinere. Quare etiam , siquidcm nubis volumns 
constare, omnis rectarum ct curvarum comparatio ex illa elitninanda cst, quia cur- 
va cum rccta niliil hobct commune , nisi mera cogitatione fiugas , curvam composi- 
tam esse ex rectis infinite parvis, quae nulla diviaio ullo temporis spatio potest de- 
prchendere. Infinitortira cungruentia, quidquid Scbulzius , professor olim Regio- 
montanus ccleberrimus et cum de philosophia tum de mathesi meritissimus excogi- 
taverit, quo eatn commendaret, ne mentc quidem concipi potest , quia res com- 
plectendae sunt inter se repugnantcs. *) Equidcm in hac semper fui optuione, quana 
nondum dcposut , ut statuerem , omnia , qtiae ad ambitum , aream curvarum et cor- 
pora inde nata ad rcctam , quadratum et cubum exigenda pertinerent , a georaetm 
sublimtori iure posse vindicari , quippe quae principia adhiberet a radone petita , et 
a geometria elementari abhorrentia. **) 

Quorsttm autetn, qnae hactenus disputata sunt, pertineant, statim videbitts. 
Duas rectas in eodcm plauo positas animo ita concipere possumus , ut in utramque 
partem productae se non secent, easque describi posse Euclides docuit parallelasque 
vocavit. Quamdiu non constat, utrum illae rectae, ad Euclidis conditiones ductae, 
idem semper inter se intcrvallum servent , an divaricent aut conver^ant , incertum 
quoque est, ad unumne inter parallelas punctum illae conditiones pertiueant, an ad 
omnia. Etenim st ponamus, rectas conditionibus accommodate ductas vel divarica- 
rc vel convergere, recta per quodcunque aliud punctum Uucta et utratnque secan* 

») Spatia infinita inter rectas infinitas sub eodem angulo M secantcs aequalia esse, nullo 
modo diri possunt. Primura enim rectae infuiitae in geometria elemen.ari , quae con- 
srructione, non tlctione, utitur , nullae sunt, deinde infiima spatia aeqnalia esse repug- 
n?;itiam complectitur. Aequalium, quae qtiidem sunt qncqne simKia, fines crngruunt. 
Infinita vero sunt finibus destituta , in ea igitur nulla cadit cougruentia. £rgo huius- 
morfi aliquid de iilis potest nec aflirmari nec negarl Hoc quidere dui poteit , spatia 
iisdem ajcubus et radiis inclusa esse aequalia. Quamditi autem de arcu sermo est, 
ttmdiu de spatio loquimur finito. Veruna a finito, quantalibet iilud sit magnitu<!in« , in 
innuitum distanti» semper est infinita, quam imaginandi vis nulio trtnpore finito per- 
currit; nam ubicumque substiterit, infinitutn restabit iter cmctiendtim. Nobis ipsi in- 
tcrdtim iinponere solemus , negationem finiura mcram pto ipsa infiniti constructione ha- 
b.ntes. Ex hoc errore nata videtnr illius viri illustris geometria quautorum iufinilorum. 

••) Ineptura vldcfnr, circnlum in geometriam inductum esse propter instrumenti simplici- 
tatcm ; qnasi doctrinarum fines instruuentorum ratione siut regtndi torumque vel tim- 
plici vel muitijlKi structura. 
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longe aliam efficiet angulorum rationem. Quae res minus aniraadvem in causa fuit, 
quominus intelligeretur, theorema illud Euclideum (Elem. I. 27. & 28 ) conversum 
(I. c. 29 ) non posse demonstrari , nisi vel tacite vel verbis expressis ponatur , pa- 
rallelas eandem inter se distantiarn servare, seu esse acquidistantes. Etenim qu;d 
de uno tantum valct puncto , id ita converti nequit , tamquam valcat de omnibus. 
Quum vero itlae conditiones ubiquc locum habcant, si sumas, parallelas esse aequi- 
distantes: nccesse quoqne erat illud assumi ad conversionem theorematis demon- 
strandam. Atque hoc fecit quoque Euclides axioma suum undeciinum in nuxilium 
vocando *), quod verum csse ita tantum potest, si parallelae sQnt aequidistantes, 
illo igitur assumto hoc quoque erat assuratum. Sed quod equidem nondum a virls 
doctis animadversum le^i, in omnibus rectis, quas sumas in eodem plano ita esse 
ductas, ut in utramvis partem productae se non secent, sive illae aequidistantes 
sint, sive convergant, sive divaricent, unum alicubi punctum est in medio positum 
parallelarum intervallo , ad quod illae conditiones spectant , quare recte poterat il- 
lud quidcm theorema converti , verum , quia ratio latet, qua possis illud purctum 
invenire, non in universum demonstrari. Convergentibus enim ant dtvaricantibus 
parallelis, quum situs illius puncti pendeat a lege, qua convcrgant aut divaricent, 
huius autem legis possit esse inGnita ratio : per se patet, situm seu iocum illius 
puncti non posse determinari. Aliter se res habet iu aequidistantibus, ubi illud putt- 



•) Klligel V. C. in lextco Math. p. in articulo Parallelen ait , Proclum enunciationem Eucli Jis 
undecimam inter postulatt referre; immo censet Protlus, eam ex postulatis esse reiicien- 
dam, esse enim theorema multis difficultatibus obseptum , quas Pmlemaeus in quodaui 
volumine solvere sibi ptoposuerit , in quo demonstrando multis definitionibus et theore- 
matibus opus sit. Notandum quoqtte, quod ex eodem Proclo liquet, vocem SiTxfJid,-, 
fiostulatum, duplicem vim habuisse vel apud geomerras, alteram, qua nnnc vulgo usur- 
patur, aUeram qua utittir quoque Cicero de O.fic. III. 7. 3. vt gtomttrat toUnt uon cm~ 
mia docert , std posrulat e , ttt qtttitda.it tibi toiteedantur , q:-o fatilius , quat vo!ut:t , tx- 
plicent. Hoc vtilt Cicero, geometram in aliqua re denionstranda uti ante concess is , aut 
postulare, nt lioc vel illud sibt concedatur, non quia ld demnnstrari non possit, sed 
«jnia demensrrattim iam sit, idque, qnsd demomtrandum slbi fimserit, eo nitatur. 
Hac ratione utitur, ut tempori parcat, aut nt satietati auduorum occurrat, quorum id 
tantum scire interest, de quo quaeratur. Haec ratio comprobatnr quoqne seqtientibus 
ex comparatiane instituU Nam hnnestatem propter se esse expctendara , id qtiod po- 
stulat sibi concedi , probarum iam erat in libris de Finibus. Dilucidius iJem expressit 
Cicero (Tusc Q. V. 7.) Nam geomttrae , qttnm atiquid dotere voluttt , si quid ad rtnt 
pertinet torurn , qttae antt doattrunt , id sutnuttt fito zor.cesso et probato; i/lud modo 
txplicattt , de quo atit* nihil seriptum tst. Gregorius quoque in sno Euclide notat, sa 
in nonnullis libris scriptis illud «xioma inter postolata reiatnm invenisse. Peius hac vo- 
ce abutuntttr nostrl c-intores Formulanim, quas acuminis et eruditwnis ostentandae can- 
sa ex libris senis Uiius Regiomeatani «unt aucopati, quasque ubique solent inculcare. 
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ctum, qnum a nulla huirsmodi lege pendeat, nusqnam non potest esse. Simplicios 
egeront duumviri , Posidonias et Geminus , *) dicentes , parallelas csse aequidistan- 
tes Verum haec commoditas, definiendo comparata, cum hoc incommodo erat con- . 
iuncta , quod ostendere non poterant , rectas huiusmodi essc posse , nec satis esc 
in hac re ad formara rectae confugere animo impressam , quum id agatur , ot ex 
natura rectae aliis demonstres, deiinitionem iilam cum notione rectae lineae neces- 
sario convenire ; id quod , nt supra oatendimos , fieri nequit. 

Aliorum quoque tentamina ad Euclidis rationem vel emendandam vel supplen- 
dam , sive nova rectae lineae deiinitio fuerit proposita , sive novura axioma aliquod 
constitutum , sive de quadam rectarum aequali positione praeceptum , plerumqae in 
recessu babent sumtum illud , parallelas esse aequidistantes , etiamsi verbis utuntur 
non apertc hoc declarantibus, Ad hoc probandum paucis defungemur exemplis. 

Proclus igitur demonstrationem aospicatur hac enunciatione : Si ab uno pun- 
cto duae rectae angulum facientes infinite producantur, ipsarum di- 
stnntia omnera finitam magnitudinem excedit. Hoc verum est, si paralle- 
)ae vel aequidistantes sunt vel divaricant, falsum, si convergunt. Demonstrari qut- 
dem potest, quemadmodum Clavius fecit, distantiam rectarum augeri, verum ne id 
quidem potest ostendi, eam vel maxime remotam a vertice duplo maiorem fieri, 
quam data aliqua, quae propius abest a vertice. Hoc Clavium fugit. Qua enuncia- 
tione non contentus Proclus altcram abhibet: Si duarum parallelarum rectarum 
alteram recta aliqua secat, reliquam quoque productam secabit» Quum 
hoc autetn falsum sit , si ponas , parallelas divaricare : patet illis duobns assumtis 
sumtum qnoque esse , parallelas csse aequidistantes. Clavii ratio hoc nititur: Li- 
nca, cuius omnia puncta a recta, quae itl eodem plano existit, aequali- 

•) Posidonii rationera affert Procfus ln extremo libro II. commentarii sui in Euclidis efe- 
menu: Paraiiebs esse, quae neque convergant neque divarlccnt in eodem plano, inter 
qnas omnia perpendicula a punctis alterius ad aiteram demissa sint aequalia, inter quas 
vero decrescatit, eas convergere. Perpendiculum enim et altitudinem arearum et inter- 
valla lineartira posse finire. Quapropter quum perpendicula acqtialia sint, aequalia quo- 
que esse rectarum interralla, crescentlbus vero perprndiculis vel descrentibus etiam io- 
tervalla mintti et convergere rectas inter se in eam partem, in quam perpendicula mi- 
nuatitur, Hactenus Posidoniua. Wiror nemir.i Gratcorum in mentero venisse, paralle. 
las quoque posse divaricare et quidem ab ea recta, ad quam ductae sint , in partei 
contrnrias; semper , quantttm equidem roe legere mcmini , hoc tantnm sumunt, possa 
eas convergeie versus rasdem partes. Inde perspicuum est, eos pius tribuiise formae 
ct im.-tgini recrae , qttani par erat parallelarum raiionem cYmonstraturis. Fcrma enim 
rectae in censiiium adbibiu omues tricae , jn quibus aliquis possit haerere , sponte evanescuut. 
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ter distant, recta cst. Quod si cum forraa rectae lineae mente concepta contu- 
leris, satis probabile videri potest, vcrum gcomctrarum morositas in probabilitate 
non solet acquicscere, omnisque huius rei demonstratio nullum reperiet exitum, nisi 
hic quoque sumserts , parallelas essc aequidistantes. Eiusdem generis est axioma, 
quod Robertus Simsonus , clarissimus o!im et acutissiiRUS inter Britannos geometra, 
in Euclide suo anglice verso excogitavit: Nullara rectam a recta aliqua in eo- 
dcm pl-ano sita, od quara inclinet, prius divaricarc posse, qnam cam 
sccuerit, ncc, si divaricet, rursus couvergcre. Habetis eandem cantilenam, 
aliis tantum vcrbis expressam , qua concessa concesseritis qunque, paralielas posse 
nec convergere ncc divaricare. Etiam Karstenius, cuius merita de oroni re georae- 
trica unusquisque lubenter agnoscit, qunm existimat, ex notione povtionis duarum 
rectarum rem posse confici , ct ponit: rectas duas eiusdem ad tertiam posU 
tionis etiam ad quartam eandem habere positioncm, filsus est, si fal: um 
est , parailelas aequidistare. Recentiorum conatuum , qui quidem mihi vel ex scri- 
ptis ipsis vel ex cphemer. litt. innotuerunt, eadem fere ratio est, iam principiis, 
quibus nituntur, habent inclusum, quod inde volunt eruere. 

Quae quum ita sint , cardo rerum in eo verti videtur , ut doceas , parailelaa 
esse aequidistantes ; quo facto statim potest ostendi, esse posse rectangulum, inde- 
qne nullo negotio potest deduci , summam angulorum in quocunque triangulo esse 
duobus rectis aequalem; hoc autem dcmonstrato omnis diffkultas, quam parallelarum 
ratio hactenus exhibuit, est discussa. Novam igitur, et, quantum equidem scio, non 
tcntatam adhuc rationem ingrediamur, fortasse uon infructuosam , etiamsi votis no- 
stris eventus minus responderit, 

Quaeri autem potest, an non absurdum sit, statnere, parallelas vel convergere 
vcl divaricare, quum ♦ quod faciant ad unam partem rectae , ad quam ductae sunt, 
idem ad alteram partem facere necesse sit, et ex figura scu imagine rectae iam sa- 
tis adpareat, eam , si ad alteram rectam in eodem plano sttam , ut hoc utar, 
dextrorsum inclinet, sinistrorsum divaricare debere. De absurdo iam supra vidimus, 
quale tandera id sit, quod hoc nomine signent geometrae; etiam de imagine rectae 
et ratione ex ea aliquid colligcndi, quae dicenda erant, dicta sunt. Praeterea quo- 
que nemo negabit*, aut ponendum esse, parallelas posse vel convergere vel divari- 
care, aut hoc restare, nt paraiiclas aequidistantes esse largiamur. Atque, si hoc 
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« nobif impetraverimus , nifaU erit, quod in Euclide magtiopere desideremus, prae- 
ter quam quod, ut ille theorema suum undetrigesimum adhibito axiomate undecimo 
demonstrare conatus est, nos ratione inversa et rectius et disciplinae accommoda- 
tius axiomatis veritatem ex theoremate ostendamos. Quo facto doctrinae evidentis 
gloria, quam sibi geometria semper vindicavit, non deflorescet ilJa quidem, nsm 
qua in parte laxior videbitur eius rigor, phantasia suscipiet patrociniura; semper 
Umen eius studiosis, qui ipsa disciplinae forma, non dotibus externis, sunt allecti, 
scrupulus iniicietur, quem magnoqere cupient exemtum, et, quod imaginis contem- 
platio persuadet, id rationi et intelligentiae numquam probabitur. Quod si contra 
malumus assensum nostrum argumentis extorqueri, quam persuasionum ievitati ce- 
dere, nec , quae affirmentur, fieri posse , indicta causa absurditatis damnare, sed 
examini subiicere diligenti : quamquam inveniaraus disquisitionem ipsam multis dif- 
ficultatibus obseptara et in mari versemur scopulorum plenissimo, ad quos naufragia 
facta sint plurima, tamen animum non despondeamus, nam, ut utar Sophoclis verbia 

a\c*Tor at^tCyu ii T^afjuXxfitttt. 

Verum quidem est, inqnirentibus in naturam paralleiarum , et diversarutn ra* 
tionum aliam post aliam excutientibus , quum quasi in conspectu nostro rectae cur- 
varum indolem induant, totque alia portenta et prodigia existant, oculoe ipsos ra- 
tioni fidem negare; cogitandum tamen semper, illa ludibria eiusmodi esse, ut ab- 
surditatis non possint accusari , nisi pUne axiomati aut theoremati demonstrato re- 
pugnent. In hoc negotio dimcillimum est, attendere animura , ut ntbil adraittas, 
quod vel ipsum , vel per ea , quae inde colligantur , iis contrarium sit , quae posue- 
ris, saepeque longa argumentstionum serie deducta , qnum iam existimes, tandem 
aiiquando aliquid deprebendisse , quod vere absurdum voces , re accuratius inspecta 
mus ridtculus procurrit ex raonte parturiente. Quod omen ut longissime absit ab 
bac scriptura vehementer equidem cupio. Ipse quoque toties vana spc delusus to- 
tam rem iam dudum abiecissem, nisi tempore semper redeunte, quum geometriae 
elementa a principio essent tradenda, recordatio otii in hanc rem frustra insnmti 
cum indignatione coniuncta studium meum denuo excitasset ad eundem lapidem vi- 
ribus intermUisione renovatis volvendum. Neque tamen, id quod ingenue fateor, 
eo usque progredi potuissem, si modo aliquatenus progressus sum, nisi adiutus ope- 
ra viri acutissimi et in hoc quaestionum geuere tractando exercitatissimi Hellwagti 

B 
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Med. Dr. Duci Oidenburgeosi a conslfits et ATcbtatri , quocom communicare Kctrit 
ea, quae vera mihi deprehendisse videbar, quique, qucnn qoasi opponentis partei 
toeretnr, saepins me aberrantem in rectam viam reduxit, et, etiamsi totlos ratio- 
nis omniumque theorematum inventio mea est, fecit tamen monendo , ut in argu- 
mentornm delectu et cantior essem et religiosior. 

Ut tandem argnmentandi ratio , quam secntos snm , commodins perspiciatnr 
et perspecta diiodicetnr, eam pancis verbis adumbratam oculis Vestris subiiciam. 
Nulla definitione nsns snm , meis quidera rebus accommodata , sed non in re ct 
natura posita j nullum axioma novnm Indnxi , quo res probanda vel casu vel indu- 
stria iam involuta iateat, cnius auctoritatem nescias an alii sint agnituri ; nullam 
argumentationem adhibui ex forma rectae repetita, qoae absurda vocet, qoibus a- 
pud geometras huiusmodi nomen adhoc non haescrit, *ed iis tantnm praeaidiis in- 
structus , quae Euclides in elementis suis vel invenit vel digessit , rem toties quae- 
sitam veterum severitati convententer explorare sum conatus. Hoc quoqne mihi 
propositum fuit, ut non probabiiiter tantum dissererera, qnod parum est quum in 
omni doctrina, a ratione profecta, tum in nostra disciplina, quae certa tantum et 
neceeaaria admittit, sed ot vel maxime invitts assensum extorquerem. Quod si mi- 
sns consecutus sum , nam errare humanum est , nec geometrae ab hac imbeciltitate 
commuDi sunt imroones, olenm et operam me perdidissc profitebor, eademque, qna 
reliqnortim , mei quoque conatus oblivione sepeliantur. Parallelarum defmitionem 
adoptavi ecm, qnam Enclides dedit, qunm 6imni ostenderit, tales posse describi. 
Quoniara antem in ea definitione mbil insit , quod prohibeat , quominns statnamns, 
eas vel convergere vel divaricare: quaesivi primum , ut nihil praetermitterem , quod 
a cultore nostrae disciplinae vel rigidissimo posset desiderari, an fieri posset, nt pa- 
rallelae versus easdem partes et convergerent et divaricarent. Quod qnntn docuis- 
svm fieri non posse, Ulam quaesttonem institui , nnm convergereut, Caius rei in- 
quisitio non diu me torsit, intellexi enim statim, si id ponerem, ex iis, quae inde 
sequcrentur, demonstrari posse, eas non convergere. Investigatio tertia erat maio- 
ris momenti longeque difficilior, me quidem per complures annos exercuit. Etenim 
si scmcl statuas , parallelas divaricare , nnlla causa est , cur neges , eas ita divari- 
care, ut perpendicnla inter illas quavis data tandem magnitudine maiora fiant. Quo 
in genere etiam hoc rem reddebat perplexiorem , quod ab una parte mens qnasi a 
cousuetudine oculorum erat revocanda, ab akera infiuiti iudibria evitanda, quibus 
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meotis acies plerumque praestriogi magis solet, qoara ad id, quod io re et veritate 
sit, perspicieodum acuL Quamquam enim parallclae hac ratione videntur fieri ar- 
cus circulares, tamcn rationi, quae iudex in hac causa sedere debet, ostendi non 
potest, eas in curvas abiisse, quoniam notae et discrimina, quae habent rectae et 
curvae, non sufficiunt ad alteras ab alteris distingucnd&s. Omnis de hac re argu- 
raentatio , quam institoi « nititur theoremate , quo perhibetur , summam angulorum 
in quocunque triaogulo acutangulo maiorem esse recto. Quare raihi pro se quisque 
animum adtcndat ad id velim, severeque et diligenter id excutiat, nam veritatis 
mihi maior cura est quam victoriae. Si hoc falsum est, tota disputatio concidit et 
ad incudem iterum es* revocaoda, Quum ,- uc ostendimus , paralleli» divaricantibus 
summa anguiorum in quocunque triangulo minor sit duobus rectis, vel terminus 
debet esse aliquis , infra quem illa surama Ooja descendat , alioquin minor esse pos- 
sit angulo quovis dato , id quod ridicolum quidem videri , absurdum vero dici non 
potest , vel iter institutura omnino mutandum aliudque Ingrediendura est. Quod si 
autem hoc comprobatum fuerit , spcro et ea vera fore , quae inde sunt deducta, 
Ad demonstrandum parallelas esse aequidistantes , inquirendum etiam in hoc , quae- 
nam sit illius lineae oatura, quae per puncta transeat pari intervallo a recta aliqua 
distantia et in eodem plano sita positis paralleiis divaricantibus. Equidem arbitror, 
planum esse factum , illam lineam oullam esse posse nisi alteram ex parallelis. 

Ex hac brevi dlsputationis delineatione oousquisque facile potest perspicere, 
ooo uoo et altero, sed pluribus theorematibus opus foisse ad rem cooficieodam, 
quamquam non negaverim , brevius et elegantius idem potoisse ostcndi ab acutiore 
et in hoc negotio magis exercitato. Nihil est tamen, quod verear, ne numerus 
tbeorematum mihi fraudi sit futurus , nedum suspiciooem moturus apud viros do- 
ctos, malis avibus totara rem a me esse susceptam. 

Habetis , Viri IUustres et Doctissimi ! quae praemonenda duxi ; quod reliquum 
est Vos rogo etiam atque etiam , si res ita comparata sit , ut cogat Vos sententias 
contra me ferre , ne Vestra in me benevolentia , qua me adhuc dignati estis , id- 
circo minoatur. Valete plurimum mihique et meis studiis , ut facitis , favete, 

» 

Scrib. Utinu 

B 2 
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SUPPLEMENTA IN EUCLIDEM 

D c f i n i t i o. 

Farallelae rectae fineae sunt , quae quum in eodem sint plaoo et ex u- 
traque parte in iofinitum producantur, in neutraoi sibi mutuo incidunt, Euclid. 
defin. 34. interprete Clavio, 

S c b o 1 i u m. Huiusmodi parailelas duci posse ostendit Euclides lib, I. Theor. 
18. & 19. Propos. 27. 20. 

Theoreina I. 

Parallelae ad aliquam rectam ductae ad aliam quoque rectam, 
quae mediam, ad quam ductae aunt, transit, sunt normales. Fig. I. 

Demonitratio. 

Sint rectae A B , G C ad rectam C B parallelae , ideoque ABC + GCB=T2R. 
Dividatur recta CB in duas partes aequales in puncro F, ab eoque demittantur per- 
pendicula FD et FE ad rectas AB et GC lam quum sit FB~CF, D B F 
FCE, FDB = FEC, erit triangulum FDBr= triangnlo FCE, indeque DFB 
= C F E. Rectae igitur F D et F E uham rectam efliciunt , ad quam rectae A D 
et G E sunt normales. Q. e. d. 

Corollarium. Quaecunque igitur va'ent de narallelis A B et G C ad re- 
ctam C B ductis , ea valent etiam de rectis A D et G E ad rectam D E normalibus 
et contra. 
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Theorema II. 

Recta per terminos duorum perpcndiculornm fteqnatium, ad 
aliq.uam rectam demtssorutn et cnm ea in eodem plano sito- 
rum, ducta erit illi rectae paraHela. Fig. 2, 

Dcmonstratio. 

Rectae B A et C D sint perpendicula ad rectam A D et inter se aequales. Re- 
ctae B C et A D dividantur in binas partes acquaies punctis E et F. Iam vero du- 
ctis rectis EF, BF, FC erit triangulum ABT^. triangulo FCD, inde BF — 
FC et triangulum BFE^ triangulo EFC, inde BEF- FEC.— R. Porro 
BFE—EFC, AFB = DFC, indeque AFE=rDFE"=R. Uode apparet, 
rectam B C rectae A D esse parallelam. Q, e. d, 

Corollarium 1. Iisdem positis erit A B E = D C E. 

CoroIIarium 2. Perpendicula B A et C D inter paralletas A C et A h 
a recta EF, ad quam ductae sunt, eodem intervallo EB=EC in utramque par- 
tem remota eiusdem sunt magnitudinis , aut A B =Z D C. 

Corollarium 5. Rectis B A et C D aequalibus et ad rectam A D norma- 
libus, dnctaque recta BC, erit recta EF per puncta E et F, quibus rectae BC 
et A D in binas partes aequales divisae sunt, ducta, ad utramque, et ad BC et 
ad A D , normalis* 

Scholium. Quod adtinet ad perpendicnla inter paratlelas dncta, eorum ra- 
tio pote&t essc quadruplex. E'enim 1 , vel eo maiora fiunt, quo remottora sunt a 
recta , ad quam ductae snnt paraflelae , 2 , vel eo minora , 3 , vcl crescunt simnl 
et dccrescunt, 4, vel eadem semper manent. Verum ex corollario 2 theorematis 
praccedentts patet, quodcunque eorum locum habeat, id locum habere ad utramqne 
partem rectae, ad quam parallelae dnctae sunt, quandoquidem perpendicula inter 
parallelas, eodem ab Ula recta intervallo demlssa, eiusdcm sunt magnitudinis. 

Theorema III. 

In omni quadrangnlo rectangulo, si describi potest, latcra 
opposita inter se sant aequalia. Fig. 3. 
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l>e*m o n s.t r a t i'o. 

- SVk ABCD qturiran^Hlum rectangulum. Recta CB producta ducatur A E» 
Non potesi esse A D.^r CE,; -hoc enim sumto erit (CorolL, I. Theqr. H.) DAE 
■ C E A ; id quod' «ss* nequit, .quum sit per hypotbesu* D A B = C B A. 
Ducatur A F. Non magis potest esse AD"=FC, nam hoc posito erit (CoroIU 
I. Theor. II.) DAF~ CFA, qu.od locum habere non potest, quum sit per hy- 
pothesin DAB — CBA. Restat igitur, ut sit AD =BC, et pari ratione 
erit AB===D'C, Q *. d. 

TheOrema IV. 

1 ' ■ ■ «« • . ■ . . 

Concesso quadrangulo rectangulo concescum est quoque, 
summam angulorum cuiuscunque trianguli csse duobus rectis 
aequalem. Fig. 4 f 

_ . 

Demonstratio. 

Si A B C D est quadrangulum rectangulum , erit (Theor. III.) A B ' D C 
et AD—BC. Ducta recta AC erit triangulum A B C ^ triangulo D A C. Quum 
autcm suratna angulorum in quadratigulo rectangulo siti=4 R", erlt summa angu- 
lorum in triangulo rectangulo, quod dimidinm quadnmgali est, '- — 2 R. Quod si 
autem summa angulorum ih briangulo rectangulo est = 2 R, quum unumquodque 
triangulum per perpendiculum aliquod in duo triangula rectangula possit dividi , e- 
rit summ* anguioruna in quocunque toUngulo^3 4 R — 3& — .2R, Q. e. d, 

Theorema V. 

In omni quadrangulo rectangulo, si describi potest, perpen- 
dicula omnia sunt aequalia. Fig. 5, 

D e m o n s t r a t i o. 

Sit ACDB quadrangulura rectangulura , et B F AE = GD — HC, du- 
canturque rectae EF, HG; erit (CoroU. I. Theor. II.) AEF~ BFE, CHG = 
D G H. Iam vero potest esse AEF vel < R, vel > R. Sit A E F < R , erit 
FEH > R. Est autem F EH =.E HG = H G F == G F E, et EH = FG, EF 
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C=rttG. Erit igitor EHGF qnadraugurum obtosangulomi ducfaque recta EG 
erit triangulom EHG^ triangnlo FEG, sommaqne angulorom in aJtrrotro trian- 
gulo > 2 R, contr» Thtor. V. Idcinco non potest esse A£F<R Quod si po» 
namus AEF > R, simili ratione sequetur, summam angulorum in alterutro trian» 
gulo esse < 2 R, contra Tbeor. V. Inde colligitar , esse A E F B F E — R» 
indeque ex Theor. III. FE~BA — GH. Q. e. d. 

Corollirium 1, Si B F = F D , erunt (Coroll. 3. Theor. II.) B A E F «t 
E C D F quadrangula rectangula , et propterea (Theor. m.) AB^EF — CD. 

< 

Theorema VI. 

» 

PerpendicnU inter parallela» in alterutra parte rectae, ad 
quam ductae sunt, non possunt crescere et rursus decrescere, 
nec vicissim decrescere et rursu* crescere. Fig. 6. 

Demon.«tratio. 

Sint rertse A B, et T>C ad rectam BC normales ideoque inter se parallelae. 
Ponamua fieri posse, quod in tbeoremate negatur, erunt alicubi duo perpendicol» 
a recta A B ad rectam DC demiasa, AD et FG, inter se aequalia. Segmentia 
A F et D G iu binas aequalea partes , punctia E et H , divisis, ductaqoe recta EH, 
«rit (Coroll. 5. Theor. IL) A E H = D H E =r R , etEBCH quadrangulum recr> 
angnlum, atque ex Theor. V. FG=rEH=BC, EFG^HGFrrR, inde 
quia (Coroll. 2. Theor. II.) estDAF — GFA, erit etiam DAF = R. Propterw 
ea qooque A D E H — F G B C , omniaque perpendicula inter parallelas A B 
et DC aequalia. Qood quura sit contra bypothesin, non potest fieri, quod in 
thcoremate negatur. Q, e. d. 
- ■ 

Scholinm. Quum igitnr perpendicula inter doas parallela* , quo longius a 
reeta, ad quam ductae sunt, demittantnr, non possunt crescere et rorsns dtcres- 
cere, nec vicUsim decrescere et rursus crescere: restat triplex perpendiculorum ratio, 

a) Si perpendicula, quo longius a recta, ad qnam parallelae ductae «ont, di- 
srant, eo magia decrescunt, hoc necesse est fieri ad urramque partem rectae , s4 
quam ductae sunt, (Schol. ad Theor. II.) dicunturque parailelae convergere. 
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b) Si perpendicula , qoo longiut a recta, ad quam parallelae dactae sunt, di- 

*tant, eo magis crescunt, boc necesse est fieri ad utramque partem rectae, ad 

quam ductae suut, (Scbol. ad Theor. II.) dicunturque parallelae divaricare. 
• 

c) Si perpendicula quocunque intervallo a recta , ad quam parallelae ductae 
sunt, distant, eadem manent, parallelae dicuntur aequidistare. 

Theorema VII. 

Perpendiculum demissum ab una parallelarum ad alterara cum 
ea, a qua demissum est, vel obtusum angulum facit, si paral- 
lelae suut convergehtes, vel acutum, si suot divaric an tes, 
vel reetum, si sunt aequidistantes. Fig. 5. 

Demonstratio. 
Sint rectae B A , C D ad rectam A D normales ; demittatur a quolibet puncto 
B perpendiculum B C ad rectam D C. Iam 

a) Si parallelae sunt convergentes , erit B C < A D. Sit EC = A D; erit 
(Coroll. I. Theor. II.) CE A = D AE, ergo CBA> BAD. 

b) Si parallelae snnt divaricantes , erit B C> A D. Sit F C = A D; erit (Co- 
L Theor. II.) CFA = DAF, ergo C B A < B A D. 

c) Si parallelae snnt aequidistantes, erit B C = A D, ergo (CoroU. I, Theor. 
H.) CBA = BAD — R. Q. e. d. 

TLcorema VIII. 
Recta duas parallelas secans, neque per mediam rectara, ad 
quam duct-te sunt parallelae, transiens, angulos alternos cum 
iis facic vel aequales, si parallelae sunt aequidistantes, vel in- 
acquales, si sunt aut convergentes aut divaricantes. Fig. 7. 

Dcmonst ratio. 
Sint rectae A B , D C ad. rectam B C normales. Ductom a quolibet puncto H 
perpendiculum H G ad rectam D C dividatur iu duas aequales partes puncto I , at- 
que per boc ducatur recta F K utramque parallelarum secans. Lun 
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a) Si parallelae sunt convergentes , erit HG <B C et (Theor. VII.) G H B > 
R. Quum igtur HI = 1G, H I K — FIG, I H K > I G D : sit triangulutn FGI 

triangulo 1 H K , I F G ~ I K H . Quia autem I M G > I F G , erit quoque I M G 
> I K H. Minoris anguli apex propius abest a recta, ad quam parallelae ductae sunt, 
maioris anguli apex ab eadem longius abest, 

b) Si parallelae snnt divaricantes , erit H G > B C et (Theor. VII.) G H B < 
R, Quum igitur HI— IG, HIK~FIG, IHK<IGD: sit triangulum I G E 
•± triangulo I H K , IEG^IKH. Qui* vero I E G > I M G , erit quoque 1 M G 
< I K H. Maioris anguli apex propius abest a recta ad quam parallelae ductae sunt, 
minoris loagiua. 

c) Si parjlleUe sunt.aequjdiscatites, erit HG==:BC, et (Theor. VII.)GHB 
— H BC =R. Quum igitur HI = IG, HI K^MIG, IHK— IGM, erift 
triangulum I H KJL triangula M I G et I M G — I K H. Q. e. d. 

Corollarinm. Fig.8. SisuntHA, IB, KC, GD ad rectam AD normales, 
ducta recta AG Hlas rectaa secante, erit a) si parallelae ponuntur convergere, H AE 
<AEB, I E F < A F C, K FG < A G D ; inde A E B < AFC; A F C < A G D. 
Si ponuntur divaricare , erit H A E > A E B, I E F > A F C , KFG> AGD, inde 
AEB>AFC, AFOAGD. Si ponuntur aequjdistare , «rit HAE = AEB* 
IEF = AFC, KFG — AGD; indeque AEB = AFC, AFC = AGD. Un- 
de facili negotio colligitur, si parallelae vel divaricent vel convergant, nulla omni- 
no esse posse triangula similia , omnemque prorsus figurarum similitudinem inter 
e* esse referenda, qoae locum habere nequeant. Quam ob rem, qui ostendere po- 
tuerit , describi posse triangula similia , is simut demonstraverit, paralielas nec con- 
vergere posse nec divaricare , ideoqne totam rem tot tantisque doctorum disputatio- 
nibus celebratam expediverit. Vernm enim vero , qua ratione id fieri possit , equi- 
dem dispicere ncqueo. Est quidem huiusmodi, quod mente conceptum habemus, 
ut nihii insit, quod repugnet, et phaotasia promta videtur esse imaginem buic rei 
accommodatam suppeditare , niliilominus tamen intclligentiae non est satisfactum, 
qoae postolat , ut ratio reddatur imaginis animo descriptae, unde totius rei facultas 
appareat > ne tmprudena in errorem indocator, 

C 
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T h e o r e m a IX. 

Summa angulorum in quocunque triangulo est vel>2R, li 
parallelae sunt convergen tes, vel<2R, si sant di varicantes, 
vel="2R, si sunt aequidistantes. Fig. 9. 

Demoastratio. 

Slt DBC triangulum, rectangulnm habens ad punctam C, et rects AB ita 
dncta , nt sit A B C — R. Iam 

a) Si parallelae sunt convergentes , erit (Theor. VIII.) *<y, at ,* + /3"= 
R, ergo ytj3>R. 

b) Si paralielae snnt divaricantes, erit (Tbeor. VIII.) *>y t at «t/3"=R, 
ergo yt/3<R. 

■ * 

c) Si parallelae sunt aequidistantes, erit (Theor. VUI.) *=Ly, at *t/3 = 
R» ergo yt/3 = R. 

Qutim vero unumquodque triangulum perpendiculo aliqno in dtto triangnla re- 
ctangula dividi possit, sequitnr, tn omni triangulo snmmam angulorum esse vel> 
2R, si parallelae snnt convergentes , vel<2R, si sunt divaricantes , vel =2R, 

» * 

si sunt aequidistantes. Q. e. d. ' 

• . ' . . • :. t ' 

Theorema X. 

Angulus externus cuiusvts trianguli est vel minor duobus 
internis oppositis simul sumtis, vel maior, vel aequalis, prout 
parallelae sunt vel coavergentes vel divartcantes vel aequidi- 
stantes. Fig. 10. 

* 

Demonstrafio. 

Sit ABC triangulum quodcunque, producaturqae latus A C. Iam 

a) Si parallelae sunt convergentes , erit (Theor. IX.> * + £ t > > 2 R. Sed 
y t<?=2R; ergo *t£><?. 
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b) Si parallelae sunt divarlcantes, erk {Theor. IX.) « t 0 t y < 2 R. Sed y t J 
— 2R, ergo <tt£<d\ 

c) Si parallelae sunt aequidistantes , erit (Theor. DC.) «tjQt y:=2R, sed 
r *2z=2.R, ergo »tj3=-.^ Q. e. d. 



Thcorema XI. 

Si pontmns, parallelas esse con vergentes, duae rectae in eo- 
dem plano ad aliam rectam ita ductae, ut anguli interui simul 
sumti parte aliqua, quae designari possit, duobus rectis mino» 
res sint, productae se secabunt. Fig. 11. 

..... > . . . , r . . i 

Demontt ritia 

Rectae AE et CF sint ad rectam EF normales. Recta DE faciat cum recta 
A E angulum A E D finitae magnitudinis , eritque D E F t C F E < 2 R. Sit G F = 
E F , ductaque recta G E , sit rursus H G — G E. Erit itaque (Theor X.) E G F 
<GHE + HE.G, seu EGF<2HEG. Est autem (Theor. VHI.) AEG<EGF, 
erit itaque A EG <2 H EG, seu 3AEG<HEG. Verum angulo in duas partes 
sequales dividendo , dimidiumque eius iteram «ic dividendo et eadem ratione per- 
gendo veniri tandem potest ad partera anguli angulo quovis dato mtnorem. Hic au- 
tem ab aoguio plus quam dknidium aufertur, ab iUo rursos , quod superest, plus 
quara dimidium et sic porro. Venire igitur possumus hac ratione ad partem aliquam 
an£u'i reliquam quovis dato angulo rainorem. Quare constructionem , qua usi su- 
mus, iterum atque iterum repetendo ad punctum tandem in recta FC producta si- 
tum perveniemus, per quod et punctum E recta ducta cadet intra crura anguli AED. 
Quare recta D E producta rectam F C productara secabit. Q. e. d. 

Corollarinra. Positis parallelis divaricantibus erit virissim A E G > E G F 
et EGF > GH E t GEH, seu EGF>2GHE, seu G H E < • EG F. Inde 
est perspicuum , si sic pergamus , posse perveniri ad angulum aliquem G H E 
quovis dato minorem , seu snper rectam quamcunque datam posse triangnlum con- 
strui aequicrurum, in quo angulus , quem crura efficiant, minor ait angulo quo- 
vis datu, 

C 2 
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Theor«ma X!T. 
Parallelae oon possont esse coovergeotes. Fig. 12. 

Demonstrttio I. 

Rectae AB et HG, qoae sunt ad rectam DG oormales, retroraom pfoducan- 
tor. A qoolibet poncto £ rectae AB retrorsum productae demittator ad rectam 
productam HG perpendicolura EF, quo sorsura producto, quoniam parallelae ponun- 
tur convergere, erit (Theor. VII. et Scbol. ad Theor. VI.) BEF>R, ideoque 
B E D < R. Quare ex puncto B perpendiculum B D ad rectam F D productam de- 
missum et retrorsom productura cadet infra rectam A B , facietqoe cum ea angu- 
lura ABC, eritque CBG + HGB<2R. Patet aotem ex Theor. XI. a recta BC 
prodocta secari rectam H G prodoctam. Verum quum sit C D F + H F D = 2 R, non 
poterunt se secare. Quoniam baec aibi repognant, colligitur, parallelaa non posse 
convergere. Q. e. d, 

Demonstratio II. Fig. 12. 
Recta F E sorsom prodocu doci potest per punctnm B recta aliqua, qoae ncrara» 
querectam, et HF et FD productam, secet. Sit Ub 1K. Haec recta circa punctura 
B se vertens ita, ot intervallom IG crescat, tandero aliquando deainet rectam HP 
secare, etiamsi eam in inilnitum productam fingas. Anteqaara vero boc fit, angu- 
his B l G fiet minor aogolo quovia dato. Angolos enim ita decrescens continoo de- 
crescit, td est, per omnes gradus minores, qui quidem cogitari possunt, minuitor. 
Qoamdiu autem recta IB rectam prodoctam FH secat, tamdio erit ABI<B1G 
(Tbeor. VIII. b.). Proinde et ABI fiet aliquando minor dato qoovis angolo. Qoa- 
re recta B I , dum circa ponctom C ae convertit, cadet aliquando intra crura ango- 
!i A B C adhoc restam G H prodoctam secaos. Q. e. d. 

Schoiiom. Quom demonstratom sit, paraUelaa noo convergcre, in sequen- 
tibos pooemos , eas divaricare. 

; Probleraa XIII. 

- . Circa datnm ti4anguTum aeqailateram ita clrcolnm describe- 
re, ot apicea aogolorom io circuli ambitu sint aitae. Fig. 13. 
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SoluHe. 

Sit A B C triangulmn aequttaterum datum. Dividantur angnli B A C et BCA 
in Mnas partes aeqoales per rectes A £ et C D se secantas in puncto K. Ex hoc 
puncto radio K A describatur circulos , cnius ambitus per puncU A , B , C ibit. 

Demonstratio. 

Quoniam anguli BACetBCAin binas aeqnales partes per rectas AE et CD 
sunt divisi. erit KAC~ DCA, et A K — CK, BAKZ. BCK. Quia porro 
A B = B C , erit quoqne triangnlum A BK trianguto C B K , indeque A BK ~ 
C B K , et angulus uterqoe — B A K , ideoque B K — A K« Quum itaque *it A K 
= BK=CK, circnU ambitus ibit per pbneta A, B , C. Q. e. d. 

Corollarium 1, Rectae AE, B F, CD dividunt latera trianguli ABC 
in binas partes aequales, itemque ad circuli ambitnm productae arcus, quornm 
chordae sunt iiia latera. 

Corollarinm 2. Quoniam GKB = BKH=HKCcet. ductae rectae G B, 
B H , H C cet. erunt inter se aequales. Inde apparet , posse describi hexagonura 
lateribus et angulis aequalibus. 

Corollarium 3. Quum HKC — $ R , erit eins dimidium H K L = J R. 
Quare ab hexagoni aequilateri constructione pendet quoqae constructio tertiae par- 
tis anguli recti. 

Corollarlnm 4 # Circnlo ex pnncto K radio Ka=2AK descripto rectie- 
qne KB, KA, KC ad circuli ambitnm osqoe productis, dtictae chordae «|3»/3y» 
m.y novnm constitnent triangnlnm aequilaterum, qunmque sit K B A > K /8 a KBC 
>Kj8y (Theor. VIIT. b. SchoU ad Theor. XII.) erit quoqne A BC> a|3y. Hinc 
facile intelligitur, in triangulis aequilateris, quo maiora fiant latera, eo magis angu- 
los decrescere. *) 



*) In figurarum deflneatione locorom ingiistfae in tinss fuernnt, qucminus rerta KC, qnem. 
adroodum contextns iubet, potset prodoci , propteraa etlam deest litorula fraeca y. 
quam tamen facile quilibet cogiutione potest adiicere arcum aQ usque ad productam 
KC perducendo. 
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Thcorcma XIV. 



In tinllo triangalo aequilatero, quantacunque sint eius Ute- 
ra, angulus miuor esse potest angulo quovis dato. Eig. 13. 

D emonstratio. 

Omnem angulum , qnem rectae faciant , maiorem esse eo , qui a duobus arcn- 
bus efficiatur cummuni tangente gaudcntibus, notum est (Euclid. Iib III. prop. 16.) 
Per se quoque ioteHigUur , o,uicunque augulus in partes possit dividi , quae singu- 
lae sint magnjtudinis iinitae, quarumque numerus sit quovts dato maior, cum non 
posse esse quovis angulo dato minorem. Cogitemus iatera triangnli aequilateri 
A B C magnitndine esse quavia data matore , etiam arcos ex verticibus A , B , C 
radiis AC, AB, BC ducti , qui omnes cadent intra circulum, qui triangulo est 
circumscrtptus , quosvis datos arcus superabunt, et quilibet eorum arcuum dividi 
potest in partes finitas , quarum numerus sit quo is dato maior. Duetts radiis per 
puncta divisbnis quodlibet radiorum inter se proximorum par indudet angulum par- 
vum illum quidem et fortasse quovis dato minorem, sed tamen finitum, quia cbor- 
da ex constructione est orta et latera, quamvis magna, finita tamen cogkantur. 
Unde efficitur, snmmam illorum angulorum, quorum cumerus quovis dato sit 
maior, angulum non posse constituere quovis dato minorem. Q. e. d. 

Scbolium. Angulus finitus est, cuius cborda intervallo a vertice finito 
est finita. Inde etiam anguUis quovis dato minor finitus est data eius chorda in- 
tervallo a vertice finito. Etenim in angulo quoque, quovis dato minore, latera super 
chordam datam cogitantur non infinite magna , sed quorum coastructio finko aliquo 
fiempore possit absolvi. Neque vero quaelibet linea data in partes dividi potest fi- 
niras, quarum numerus sit quovis dato maior, sed ea tantnm, cuius magnitudo 
quoque ait quavis daU maior. Divisio qnidem ipsa cuiuscumque lineae nullis fini- 
bus est circumscripta , sed partes tandem aliquando desinent esse finitae raagnitndi- 
nis. Alia ratio est arcuum, quorum chordae sunt latera trianguli aequilateri, quae 
quum quavis data magnttudine facta fuerint maiora, etiam arcus quamvis datam mag- 
nitudinem excedent. Verum enim vero, quum probari non possit in geometria 
elementari , chordam nrcu suo esse maiorem , nisi cogttatiotie fingas , arcum ex li- 
neia rectis, infinite parvis, esse compositum, quas fiuiti temporis constructio con 
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potest snppcditare : non me fugit, opponi posse, etiamsi Iatus quavis data magni- 
todine sit maius, ioie non necessario aequi , nt eius arcus quovis dato naaior eva- 
serit. Quare «d vitandas has spinas subiuncta est. 

DemonKratio II. 

Si ad punctum K in recta B K , quae fingatur tn indefinitum producta , eri- 
gatur perpendiculum KN, nemo negabit, ad alterum rectae punctum B, etiamsi 
intervallo quovis dato maiore • priore puncto K distet, sub angulo aliquo finito re- 
ctam posse iuagt ita, nt perpendiculum , ad punctum K erectum , secet. Snpra 
rectain B K construatur triangulum aequilaterum B K H. In quo si angulus minor po- 
nitur angulo quovis dato, ex huiusmadi triangulis componi potest polygcnum, cuius 
laterum numerus qncmvis datum superet. Nam ex eo , quod posuimus , sequitur, 
angulum B K H quatuor rcctos , qui summam constitunnt omnium aogulornm in eo- 
dem plano circa punctum K sttorum , ui plures partes divisurura esse , quam qnot 
numerus quivis datus unitates coraplectatur. (Nibil pertinet ad demonstrationis vitn, 
si mgea . ex itlis triaogulis componi posse- potygonum plane aeqailaterum, quoniam 
ex circuli area pars possit superesse minor , qusm area trianguli huinsmodi aequila- 
teri.) Sit numerus partium — — n, erit igitur polygonum n laterum, quorum n — 2 
intra anguli 2. K B H crura cadent , reliquorum alterum erit B H, Quoniam ex 
bypothesi angtilus H K N non multum *\tcto , angutus K H M non multnra a duo- 
bus rectis diflert, non potest latuj B H productum perpendiculum K N secare. Qua- 
re si est angulus KBH angulo quovis dato minor, recta aliqua ad punctum B sub 
angulo, qnovis dato minore, iuncta non poterit secare perpendiculum K N. Quod 
quum sit per se absurdum , eonsequens est , in nullo triaugulu aequilatero, quanta- 
cunque sint latera, angulum posse esse dato quovis raraorera. Q. e. d. 

Theorema XV. 

Tn quocunque angulo perpendiculum a puncto aliqno cruris 
ad alterum crus demissum mains est quam duplum eius perpen- 
diculi, quod demissum cst ab eiusdem cruris pnncto cuius ab 
apice intervallum dimidium est intervalli prioris pe,rpendiculi 
ab eadem apice. 
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Demonstratio. 

Sit angulus datiu BAC et AF = F B. Ex puncti* F et B demittantur per- 
pendicula F E et tt C ad rcctam A C. Peq>endiculo E F sursum producto , donec 

sit F D : F E , ductaque recta D B erit triangulum B D F -f- triangulo A F E, 

ideoque F D B = F E A =: R. Est autem (Theor. VII. b.) D E < B C , seu 2. 
E F < B C. Q. e. d. 

Corollarium I. Quum unumquodque perpendiculum maius sit quam du- 
plum etus perpendiculi , cuius ab apice distantia dimidiura prioris est: sequitur, in 
quocunque ajigulo , modo iiuitae magnitudinis , ad perpendicula posse perveniri 
quavia data magnitudine maiora. 

Corollarium 2. Facto C A H =1 C A B productisque perpendiculis F E, 
B C usque ad rectam A H, erit E G = EF, CH = C B, et 2 F G < B H. Inde 
colligitur, chordas inter crura cuiusque anguU, si parallelae divaricent, magis cres- 
cere, quam dignitates numeri 2. 

Corollarium 3. ParalleHs pdsids aequidistantibus erit A F E — A B C, 
D E B C (Tbeor. VIII. c.) indeque 2 F G = B H. Apparet igitur , chordas inter 
crura cuiuscunque anguli, siquidem paralieiae sint aequidistantes , crescere ut dig- 
nitates numeri 2. 

Theorema XVI. 

Chordae inter crura cuiuscunque anguli non ita possunf cres- 
cere, ut unaquaeque sit triplom eius, cuius tutervallum ab 
apice dimidium est prioris. Fig. 14. 

■ 

Dcmonstratio. 

Sit angulus datus BAH, AF=FB=AG=GH, et A F = 2FG. Iam 
st ponamus esse B H = 5 F G , bac crescendi lege servata intervallis 2FG, 2\FG, 
o J . F G ... 2 *. F G respondebunt ordine chordae F G, 5.FG, 5*.FG, 5 J .FG.... 
S^.FG. Verum 2 5 .FG = 52. F C, et 3*.FG= ol.FGchorda igitur malor erit, 
quan radii duplum, id quod absurdum est, quoniam in quocunque trianguto duo- 



■ 
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rum hterntn summa maior est tertio. Sit omnlno AF = m.FG, in ferie chorda- 
rum , illa lege crescentiam, semper una erit — 3 n "'.F G , maior quam duplum eiu» 
intervallum a vertice, id ett , maior quara 2. 2n.mFG, quicunque tandem est nu- 
merus m , quum numerui n potsit in infinitum crescere. Quare perspicuum est, 
chordas ioter crura euiuscunque anguli non ita posse crescere, ut unaquaeque sit 
triplum eius, cuius intervallum ab apice dimidium est prioris. Q. e, d. 

S c h o I i u m. Est Z M = (2 t 1)°-* .= 2»-* t (0-1)2"* cet. et 2. 2. n .m = 2\ 
m.2"-». sed 2 M t (n-l).2 n * = 2°- J .(2 1 n — 1) = (n t l).2 n -« , quantuscunque igi- 
tur sit nnmcrus m, quum numerus n in infinitum possit crescere, poterit semp<?r 
fieri 2 J . m <n 1 1 seu n > 2 \ m - 1, 

Theorema XVI I. 

Supra datam rectam triangulum potest construi aequicrnrnm, 
cuius alterum crus productum tangentem anguli, duobus illis 
cruribus inclusi, secet. Fig. 15. , 

Dcmonstratio L 

Supra datam rectam B D angulus B C D potest construi quocunque dato minor 
(Coroll. ad Tbeor. XI.). £x puncto C radiis C D = CB et C E = 2. C D ducan- 
tur arcus D B et EFG, et supra punctum D erigatur perpendiculum DF, quod erit 
tangens anguli BCD. Ductis rectis E F et C F erit E F C triangulum aequiiaterum, 
nam C D = D E ; DF = DF;FDC = FDE, inde triangulum F C D ^ triangu- 
lo F E D et propterea CF = FE = CE; et quum angulus BCD sit quovis dato 
minor, angulus autem trianguli aequilaterl non possit esse quovis angulo dato mi- 
nor (Theor. XIV.) : crus B C anguli BCD cadet infra latus F C trianguli EFC. 
Quare crus B C productum secabit tangentem D F, Q. e, d, 

Demonstratio II. 

Constructione eadem manente sit D C "= m. D B , erit E F ~ 2. D C — 2. m. 
DB. Iam vero si ponamus, quod (Theor. XVI.) locum habere nequit, chordam 
anguli D C B intervallo E C =■ 2. D C a vertice C esse — 3. D B , erit tamen 2. m. 
D B > 3. D B, quare crus B C anguli B C D productum secabit tangentem D F. Q.e.d. 

D 
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Scholiom. Caeternm ingenne fateor, qooniam verom tantnm quaero, ne- 
que inani gloriae servio, theoremata XIV, XVI et XVII totius disputationis es- 
se arcem, qna expugnata reliqua quoque concident. Quare rogo viros doctos, qui- 
bus omnino operae videtnr esse , qnae disserui , examini sobiicere , ut ilia tbeore- 
mata putissimum explorent atqoe excutiant. Etenim si ilk impetnm oppugnantiom 
sustinuerint , quae sequnntor, niai egregie fallor, manebunt immota. Sufficere qui- 
dem poterat ex theorematibus XIV et XVI alterutrum, verum dum nondum in 
portu navigamus, satius visum est, duabus ancoria niti. Fortasae etiam doctior 
aliquis et ingeniostor ex iis , quae disputavi-, errore meo monitus verum deprehen- 
dere poterit, 

Theorema XVIII. 

Snpra rectam qnamcunque potest triangulum constrni aeqni- 
crurum, in qno angulorum ad basin uterque sit maior dimidio 
recti. Fig, 16* 

Demonstratio. 

Sit data*recta CB, supra eam describatur triangulum aequicrurora CAD ita, 
ut sit BA — m.BC, ubi m denotet numerum satis magnuro. Ad punctum B eri- 
gatur tangens BD, quam crus AC productum secabit (Tbeor. XVII.) , et a pun- 
cto C demittator perpendiculum C F ad tangentem B D. Iam vero tangens ad pun* 
ctum C arcus B C radio A B docti non potest cadere in perpendicnlum C F , quia 
D F C =■ R et pjopterea non potest esse D C F =1 R , nam doo anguli in nullo 
triangulo possnnt duos rectos conllcere. Multo minus etiam cadere tangens ad pun- 
ctum C potest intra crura anguli D C F ; reiiquum igitur est , ut cadat infra C F, 
qnapropter erit F C A > R. Verum FCB<CBA CTheor. VIII. b.) seu FCB< 
B C A , ergo B C A > » R. Q. e. d. 

Corollarium. Facile inde potest deduci , summam angulorum in quocun- 
que trianguio acutangulo maiorem esse recto. 

• • ■ 

Tlieorema XIX. 

Tangentes* ad terminos cuiusque quadrantis dnctae se seca- 
bunt. Fig. 17. 
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Deinonstratio. 

Sit angulus A B C rectus , quem in duas partes aequales dividat recta B E, 
eritque A BE ^= J R. Recta autem ex puncto G, quod a puncto B intervallo BG 
> 2, B C distat, sub angulo BGE=EBG = jR ducta secabit rectam B E (Tbeor. 
XVIII.). Quare tangens CD, ad terminum quadrantis C ducta, secabit rectam BE 
in puncto aupra pnnctum E posito, Nam perpendiculum , a puncto E ad rectam 
B G demissum , cadet infra rectsm D C , quia B C < B F , et B G > 2. B C. Sed in 
eodem puncto D rectam B E tangena A D ad alterum quadrantis punctum secet ne- 
cesse est, quia triangulum B D C ^ triangulo BAD. Tangentes itaque ad termicos 
euiuscunqoe quadrantis se secabnnt. Q. e. d. 

Theoreraa XX, 

Recta ad terminum quadrantis snb angnlo, recti diraidio ae- 
quali, aut etiam minori, ducta secabit alterum crus quadrantis 
productum. Fig. 18* 

Demonstratio. 

Sit A B C quadrans. Tangentea A E et C E ad terminos eius A et C dnctae 
se secabunt (Theor. XIX.). Sit punctum intersectionis E. Recta BE ducta erit 
triangulom E A B~ triangulo ECB, ideo]ue E B A = E B C = \ R. Est autem 
(Theor. VII. b.) A E > B C. Sit itaque B D := A E, ductaqite recta A D erit trian- 
gulum D A B ~r triangulo E A B , inde BAD"=EBA=«R. Quare recta ad 
terminum alterutrum quadrantis snb angulo "= \ R , seu < J R , ducta secabit al- 
terum crus quadrantis productnm. Q. e. d. 

S c h o l i u m, Triangula E A B et E B C aequalia esse et similia nititur eo, 
quod in alterotra parte perpendicuii a termino eins ad rectam, supra quam erectum 
est, duae rectae aequaies inter se duci nequeunt. 

Thcorcma XXI. 

Latus hexagoni aequilateri et aequangnli rnaius est radio. 
Fig. 15. 

D 2 
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Deinonstratio. 
Sit H C latus hexagoni aequilateri et aeqaangali , panctamqae K centram cir- 
culi, in quo illad inscriptam est. Radiis KH et KC ductis erit angulus HKC = 
$ R := § R. Quoniam autem summa angulornm in qoocunqoe triangulo < 2 R. 
(Theor. IX. b. et SchoL ad XII.) erit K H C < | R. quare H C> K H. Q. e. d. 

S c h o 1 i u m. Positis parallelis aeqoidistantibas qaam samma angulorum in 
qooconque triangolo sit — 2 R (Theor. IX. c.) erit H C = K H. 

Thcorema XXII. 
Latera hexagoni aequilateri et aeqnanguli iancta sant sub 
angulo, qui maior est recto. Fig. 15. 

Demons tratio. 
Rectae BH et HC sint duo latera hexagoni aeqailateri et aequangnli. A 
poncto K demittatur perpendiculum KL ad latus HC. Si ponamus BHC — R, 
erit K H C = K H B =-T K B H = J R. Quare recta B H producta secabit 
perpendiculum K L productum (Theor. XX.) ; fietque triangulum , in quo M H L 
•^. N L H = R. Quod quum esse nequeat , angulus B H C non potest esse = R. 
Neque magis potest esse < R. Erit ergo > R, Q. e. d. 

Problema XXIII. 
Dato intervallo laterum a centro describere hexagonum ae- 
qoilaterum et aeqnanguluro. Fig. 13. 

S o 1 u t i o. 

Datum intervallum ait K L» Ad punctum K adiungatur recta K H sub angulo 
HKL=$R (Coroll. 3. Probl. XIII.), quae recta secabit perpendiculum ad pun- 
ctum L positum (Theor. XX.). Fiat triangulum K C L -1 triangnlo K H L , et ex 
centro K radio K H describatur circulus , quem recta H C circumlata dividet in sex 
partes aequales. 

Demonstritio. 
Quoniam H K L= \ R per constr. erit HKC=lR=GKA, rectis HK, 
C K osque ad circuli ambitum retrorsum prodoctis , et quum G K H ^= AKC, erit 
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4 R-?R=r*R=rGKH, cuios pars dtmidia BKH = * R = HKC. Qoare 
recta H C circalum divldet circumlata in sex partes aequales. Q. e. d. 

Corollariam. Ambitus cuiascanqae circali per descriptam qaodcacqae 
hexagonum aequilaterum in sex partes aeqaales potest dividi sive maior sit sive mi- 
nor circulo, ia qno hexagonum illud descriptam est. Radii enim KB, KH, KC 
cet. quemcunque circulum ex ceotro K descriptum in sex psrtes aequales divident. 

Theorema XXIV. 
Rectae ad aliam rectam in eodem plano et pari intervallo nor- 
males ductae perpendiculUra a cumma rectarum ad iflfimam de- 
missum in partes ioaequales ita divident, ut superior quisque 
maior sit inferiori. Fig. 19. 

DemonJtratio. 
Sint rectae AB, Q F, RH,SK, CD ad rectam BD normales, et BF = FH 
=Z H K = K D. Demittatur ab aliquo puncto A rectae A B perpendiculum A C 
ad rectam C D. Quoniam E F < A B (Theor, VI. b.) : erit B AE> AEQ (Tbeor. 
VIII. b.). Verum A E Q =: F E G, ergo B A E < F E G. Pari ratione demonstra- 
tur esse FEG <HGI, et HGI<KIC, inde A EF> E G H; EGH> GIK; 
GIK>ICD. Sit FEL = HGM=KIN=rDCI = R, erit AEL>EGM; 
E G M > G I N. Quum praeterea sit E L > G M ; G M > I N ; I N> CI ; erit etiam 
AE>EG; EG>GI; GI>IC. Q. e. d» 

Theorema XXV. 
Unumquodque perpendiculum inter duas parallelas finito ab 
illa recta, ad quam ductae sunt, intervallo, minus est duplo 
spatii, quo pnncta distant, ad quae parallelae ductae sunt. F.20. 

Demonstratio. 
Sint rectae CA et D B ad rectam A B normales ideoqoe parallelae , porro sit 
AB intervallura punctorum , ad quae parallelae ductae sunt, et D B finitum inter- 
vallum perpendiculi daturo. Ad punctum D sub angnlo =: $ R (Coroll. 3. Probl. 
XIII.) iunge rectam D H , qaae secabit perpendiculum B A productnm in puncto H, 
(Theor. XX.) Ex centro D radio D H describatnr circulus. ProdUcta deorsam re- 
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cta B H ad ctrculi ambicum erit H L latus hexagoni aequilateri et aeqnangnli. Fa- 
cto G H — H L docbque recta G D , erit GDB = R. Est autem G D < H L 
(Theor. XXL) seu G D < 2. H B , et G H B > R (Theor. XXII.). Sit itaque F H B 
= R, eritque FD<2. H B. Recta HB dividatur in partes, quarutn quaeque — 
AB, (oihil refert, si pars quaedam < A B supersit) et ad puncta A, I ducantur 
perpendicula A C » I E cet. Erit autem partium F E , E C , C D unsquaeque > A B, 
ct F E> E C; EC>CD (Theor. XXIV.). Quod si igitur ponamus CD~ 2.AB 
erit quoque F D > 2. H B. Vt rum quum «it F D < 2. H B , erit quoque C D < 2. A B. 
.Q. e. d. 

Scholium. Viri docti, qui hanc demoristrationem legerint, vel aponte in- 
relUgent, omnia fere theoremata, quae praecedunt, ad adparatum pertinere, quo 
opus fuit ad hoc theorema illustrandum et probandum, quodque maxime est neces- 
sarium, quum nihil proficere possis, qnamdiu ad liquidum non sit perductum, per- 
pendicula ab alterutra rectarura paralielarom ad alteram demissa non posse maiora 
fieri quavis data magnitudine. Forsan brevior aliqua via, quae eodem ducat, ab 
aliorum solertia potest inveniti, qoam qui ostenderit, et meam et omnium, quibus- 
curaque severnm georaetriae «tudium curae cordique est, gratiam ioibit. Interim 
contenti erimus eo , quo voluimus , vel per ambages pervenisse. 

i 

i Thcorema XXVI. 

Etiamsi ponamus, parallelas esse divaricantes, duae tamen 
rectae in eodem plano ad aliam rectam ita ductae, ut anguli 
tnterni simul sumti parte aiiqua, quae designari possit, duo- 
bus rectis sint minorcs, productae se secabant. Fig. 21. 

Dcmonstratio. 
Sint rectac AB et DC ad rectara BC norraales, rectaque E B ita ducti, ut 
afficiat cum recta A B anguium A B E finitum Cogitcncur rectae A B et D C fioita 
quidem magnitudine, sed tamen quavis data maiore. A puncto D demissura sit 
perpendiculura D A ad rectam A B , illudque erit < 2. B C (Theor. XXV.)* Verum 
recta B E sine fine crescente ad pcrpendicula, E A, pervenitur quavis data magnitu- 
dine rnoiora (Coroll. I. Theor. XV.). Facile inde coliigitur, perpendiculum EA 
raaras aliquando fieri posse , quam perpendiculum D A. Quare necesse est , ut re- 
cta B E producta rectam C D productam «ecet. Q, e. d. 
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S c h o 1 i n m. Si quis obficiat, qnae demonstrata sint mhil pertlnere ad angu- 
los iniinite parvos , is boc responsum ferat : geometrae in elementis nihil commer- 
cii esse cum soeris fictionibus, quornm nulla sit imago rei conveniens et quae tan- 
tum per signa possint exprimi pro arbitrio sumta, Quando de angulis gcometra lo- 
qnitur, eos intelltgit» qui construi posslnt» 

Definitio II. 
Linea ab aliqua recta aequidiatans est, cuius perpendicola omnia ad illanvre- 
cUm demissa inter sc sunt aequalia. 

Definttio III. 
Curva est ad aliqnam rectam concava, si omnes eios cbordae intra curvam ec 
tectam caduat, 

. . ♦ • • • - 

Theoreina XXVII. 
Si parallelae sunt divaricantes , linea aeqnidistans , si modo 
esse potest, curva est et concava ad eam rectam, a qua aequi- 
distat. Fig. 22. 

Demonstratio. 
In ponctis A, B, C rectae AC aeqnali intervallo inter se remotis ad rectsm 
A C erigantor pcrpendicula A D , B E , C F aequalia. Pnncta igitur D , E , F sita 
erunt in linea a recta A C aeqoidistanti. Dnctis rectis ED et EF, iisque in binas 
aequales partes per puncta I et K divisis , dividantur pari ratione partes A B et B C 
rectae AC per pnncta G et H. Ductis autem rectis IG et KH, erit DIG=: 
EIG=lEKH = FKHzz:R (Coroll. 5. Theor. II.) et I G < E B , I G < D A ; 
porro KH<EB, K H < F C. Puncta igitur J et K infra lineara aequidistantem e- 
runt sita. Erit qooque A D I < R , et BEI<R (Theor. VII. b.) sed A D I = 
BEI (Coroll. I. Theor. II.). Eadem ratione BEK <R, CFK<R, sed B E K = 
C F K. Ducatur recta ftl N ad punctom E normalis. A quolibet puncto P eius re- 
ctae demittatur perpendicnlnm P Q ad rectwn A C , eritque P Q > E B. (Tbeor. VI. 
b.) Omnia igitnr puncta rectao MN , praeter unum E, sopra lineam aequtdistan- 
tem sunt sita. Quare curva crit hacc linea. Quom porro sit A B^: BC, recta 
per puncta D, F ducta erit normalis ad B E (CoroII. 5. Theor. II.), Quumque ait B E I < 
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R, secabit iUa recta, per poncta D et F docta, rectam BE in puncto R infri pun- 
ctom E sito. Quapropter MN tangena erit curvae, rectac autem DRF, DIE, 
EKF eront eius cbordae. Unde sequitur, lineam Ulara aequidUtantem et esse cur- 
vam , et ad rectam A C, a qua aequidistat , concavam, Q. e. d. 

S c h o l i o m. Posoi equidem , puncta Hla aequidistantla sita esse io linea 
qoadam; verum si ad vivum rem resecare volumus, positis parallelis divaricaotibus 
omnia puncta, a recta aliqua in eodem plano aequidistantia, nullam iineam possunt 
efficere, sed semper dissita et discreta manent, qoin, quamvis propinqua etiam per- 
pendicula fingas , tamen iis crescentibus intcrvalla quoque punctorutn crescuut. A- 
lia ratio est circuli , ubi alterum radii punctum motu continuo lineam describit. 
Hinc iudicatu est facile, quid existimandum sit de iis, qui quasi suo iure posue- 
runt, ilU puncta aequidistantU vel sita esse in recta , vel rectam aliquam efficere, 
et qui boc demonstrare sunt conati , ut Italus Vitate Giordano da Bitonto in Eucli- 
de suo restituto Romae 1680. et Fr. Gottl. Hanke in dUsert. Lipz. 1751. 

Tlieorema XXVIII. 
Parallelae sunt aequidistantes. Fig. 23. 

Demonstratio. 
Sint rectae A B et G C ad rectam B C normales ideoqoe parallelse , Uneaque 
BFD a recta GC aequidistans. In bac alicubi punctum F ita sumi potest, ot re- 
cta B E per puncU B et F ducta cum recta A B efiiciat angulum A BD finitum. 
Nam st eiusmodi punctum in linea aequidistanti nusquam esset, non esset ea dis- 
iuncta a recta A B , sed eadem. Iam vero ilU recta B E a poncto F versus pun- 
ctum D semper erit supra lineam aequidistantem , productaque rectam C G produ- 
ctam tandem atiquando secabit (Theor. XXVI.) , quam secare numqujm potest ae- 
quidistans. Quod quum absurdum sit, necesse est, ut linea aequidUtans com re- 
cta A B coalescat , seu ot parallelae sint aequidistantes. Q. e. d. 

C o r o U a r i o m. Valent itaque , quae in theorematibus VII , VIII , IX et X 
tertio loco snnt posita. 

iii i ■ 

Pag. *o. linea 6. ab Imo, post prtdttttam itetnt, addas: Qiiare et CD producta secabit 
HF. et CDF non potest esse TZ^ R. Ergo paraltelae nou possunt convexgert. 
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